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Los numeros reales son el conjunto de nimeros naturales, cardinales,
enteros racionales e irracionales.
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Introduccion
Al tener conceptualizados y aprendidos las axiomas de los nimeros reales, ahora se
aplicaran en las expresiones algebraicas para asi poder factorizar, racionalizar y

resolver ecuaciones tanto lineales como de segundo orden o cuadraticas.

Mediante ejemplos de aplicacion se hara el modelado de una ecuacion y se resolveran
desigualdades.

Objetivos

Objetivo general

Operar adecuadamente los casos de factorizacién, ecuaciones e inecuaciones mediante
ejercicios propuestos en clase.

Objetivos especificos

* Aplicar correctamente los casos de factorizacion, las fracciones algebraicas y su
racionalizacion.

* Modelar y resolver una ecuacion lineal o cuadratica.

* Interpretar y hallar la solucion de una desigualdad
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2.1 Factorizacion

Factorizar un polinomio es obtener varios polinomios de menor grado y que su
producto sea equivalente al polinomio original. Esto se observa en el siguiente ejemplo:

p*+pqg=p@+q)

Se puede deducir entonces que el polinomio original es p? + pq y su respectiva
descomposicién en polinomios es p(p + q), donde p y (p+q) son polinomios diferentes.
Para aplicar la factorizacion existen casos bien definidos; estos se mencionan a
continuacion.

Caso 1. Factor comun
El factor comin de un polinomio, es otro polinomio que tiene como principal
caracteristica que es el maximo comun divisor de los términos que componen el
polinomio original.
Ejemplo:
Para factorizar el siguiente polinomio:

15p3q? + 25pq® + 5p?q.

a.) Primero se busca el maximo comun divisor entre los coeficientes numeéricos de
cada término del polinomio, en este caso es 5.

b.) Segundo se busca el polinomio que es comtn en los tres términos. Esto se puede
determinar, observando las letras que son comunes y que tengan el menor
grado posible en el polinomio; en este caso se tiene que son pgq.

c.) Luego de obtener el factor comun tanto numérico como literal, se agrupan estos
dos lo que finalmente da como factor comun 5pgq.

d.) Para determinar el otro factor se divide todo el polinomio original entre el
factor comun:

15p3q% + 25pq3 + 5p?q
5pq

=3p*q+5q*+p
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e.) Finalmente se obtiene el resultado que es el producto de los dos polinomios
hallados, asi:

5pq(3p*q + 5¢9* + p).

Caso 2. Trinomio cuadrado perfecto p? + 2pq + q>
En este caso se aplica el Producto Notable 1- PN1, que es el cuadrado de una suma, en
donde el primer y ultimo término del trinomio son los cuadrados perfectos y el

término central es el doble del producto de las raices de los cuadrados perfectos.

El signo de la suma esta dado por el signo del término central y los sumandos son las
raices del primer y el ultimo término.

Ejemplo:
Al factorizar el siguiente polinomio:

64a* — 64ab + 16b*

a.) Primero se verifica que sea un trinomio cuadrado perfecto. Vv64a? =8a y

V16b? = 4b, por lo que el termino del medio deberia ser 2(8a)(4b) = 64ab, en
donde efectivamente lo es, por ende si es un trinomio cuadrado perfecto.

b.) Se factoriza teniendo en cuenta el signo del término de la mitad, por ende el

resultado es:
(8a — 4b)?

Caso 3. Diferencia de cuadrados p? — g>

En este caso se aplica el PN6, en donde se observa que la factorizacién de una
diferencia de cuadrados esta dada por el producto de la suma y la resta de la raiz
cuadrada de las variables implicadas en la diferencia de cuadrados.

Ejemplo:

Al factorizar el siguiente polinomio:

225s* — 25¢2

[ J
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a.) Primero se determinan las raices cuadradas de los términos que se ven

involucrados en la diferencia de cuadrados. V225s* = 1552 y v25t2 = 5t, con esto
se verifica que sean cuadrados perfectos y se pueda aplicar el caso de factorizacion.

b.) Ya obtenidas las raices, se pasa a factorizar. Se tiene como resultado:

(1552 — 5t)(15s2 + 5t).

Caso 4. Trinomios de la forma x2™ + bx™ + ¢

En este caso se aplica el PN7, donde se observa que la factorizacion para este tipo de
trinomios es de la forma (x + p)(x + q),dondec =p*qy b =p + q.

Ejemplo. Al factorizar el siguiente polinomio:
a’* —12a + 35

* Como se menciond anteriormente, se busca un par de nimeros p y q que
cumplan con p *q = 35y p + q = —12. Estos numeros por simple inspeccidon
son p=-5yq=-7.

* Una vez obtenidos los nimeros que cumplan la condicién dada, se realiza la
factorizacién como se menciond.

* Elresultado es:

* (@=5)(a-7)

Caso 5. Trinomios de la forma ax®" + bx™ + ¢

En este caso se aplica el PN8, donde se observa que la factorizacion para este tipo de
trinomios es de la forma (sx + p)(tx + q), en donde se debe buscar la forma de que el
polinomio llegue a ser un trinomio de la forma y?"* + dy™ + e y factorizar como el caso
anterior.

Ejemplo. Al factorizar el siguiente polinomio:
2b% —2b — 12
a.) Primero se busca la forma de que el polinomio tenga la forma y2" + dy™ + e, para

esto se multiplica y divide por el coeficiente del literal de mayor orden, que en este
caso es 2.
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Entonces se tiene:

2(2b* —2b —12) _ (2b)* —2(2b) — 24
2 - 2

b.) El numerador esta en la forma buscada si se hace la siguiente conversion:
y =2b,d = —2ye = —24. Con estos datos, al igual que el caso anterior, se busca
un par de numero que cumplan con las siguientes condiciones: con p *x q = =24y
p + q = —2. Estos numeros por simple inspeccién sonp = -6y q = 4.

c.) Finalmente, la factorizacion es la siguiente:

(2b—6)(2b +4) _ 2(b—3)(2b +4)

5 5 = (b—3)(2b +4)

Caso 6. Factorizacion de trinomios por complementaciéon

Este caso imita al del trinomio cuadrado perfecto, con una diferencia en que el trinomio
cuadrado no se encuentra completo. Para esto se debe agregar un término que lo
complete verificando que la expresion del trinomio no se modifique.

Ejemplo. Al factorizar el siguiente polinomio:
225p% +120p — 9

a.) Se desea llegar a un trinomio de la forma a? + 2ab + b?. En este caso se llegan a las
siguientes igualdades:

120
a=+/225p?>=15p y 2ab =120p = b:W;:LL

b.) Con el nuevo término se completa el trinomio cuadrado perfecto as:
(225p% + 120p + 16) — 16 — 9

c.) Luego se factoriza utilizando los casos vistos anteriormente: trinomio cuadrado
perfecto y diferencia de cuadrados:

(15p +4)2 —25=(15p+4—-5)(15p+ 4 +5) =
(15p —1)(15p +9)
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Caso 7. Sumas y restas de cubos p3 + ¢3:

La factorizacion para este caso siempre esta dada por la multiplicaciéon de un binomio y
un trinomio y el signo de los términos dependeran de si es una suma o una resta. En
general se tiene p3 + ¢ = (p £ q)(p? ¥ pq + ¢?).
Ejemplo. Al factorizar el siguiente polinomio: 81x° + 125
Aplicando la factorizacion para una suma de cubos se tiene:

27x° + 125 = (3x3 + 5)(9x® — 15x3 + 25)

Analogamente, aplicando la factorizacion para una resta de cubos se tiene:

27x° — 125 = (3x3 — 5)(9x® + 15x3 + 25)

Caso 8. Factorizaciéon por agrupacion

Cuando se tienen polinomios y no se puede aplicar ningtin caso anterior directamente,
se busca agrupar términos que permitan aplicar cualquiera de los casos de
factorizacidn.

Ejemplo. Al factorizar el siguiente polinomio: 9xy — 4x + 9yz — 4z

Se deben agrupar los dos primeros términos y los dos ultimos para poder factorizar
por medio de factor comun:

9xy —4x +9yz — 4z = (9xy — 4x) + (9yz — 4z)
=x9y—4)+2z(9y —4)
=9y -Dx +2)

2.2. Fracciones algebraicas

Una fraccion algebraica es un cociente entre dos expresiones algebraicas
(polinomios). Estas fracciones pueden ser simples o compuestas y poseen operaciones
entre ellas como lo son la suma, la resta, la multiplicacién y la division.
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Fraccion algebraica simple

Es aquella fraccion que no posee una fraccién algebraica ni en el numerador ni el
denominador. Sus operaciones estan definidas de la siguiente manera:

Suma y Resta: al igual que en los nimeros racionales para realizar una suma o una
resta de fraccionarios, se debe encontrar el minimo comun multiplo de los
denominadores y realizar la respectiva multiplicacién y posteriormente suma o resta
en los numeradores para obtener asi el resultado.

Ejemplo:
Al realizar la siguiente operacion:

x—3 4 x+6 x—8
(x+5)3 (x+5)? x+5

Se busca el minimo comun multiplo entre los denominadores de cada fraccion, en este
caso es (x + 5)3; entonces la operacién con las respectivas multiplicaciones y da como
resultado:

x—34+(x+6)(x+5)—(x—8)(x+5)?
(x +5)3

_ x—=3+x*+11x+30 — (x — 8)(x* + 10x + 25)
B (x + 5)3

_ x4+ 12x+ 27 — (x® + 2x* — 55x — 200)
B (x + 5)3

B —x3 —x%?+67x + 227
(x +5)3

Multiplicacion y division: como en los numeros racionales la multiplicaciéon de
fracciones se realiza multiplicando los numeradores entre si y lo mismo con los
denominadores. Para la division se invierte cualquiera de las dos fracciones que se ven
afectadas por la division y se realiza la multiplicacién normalmente.

Ejemplo:
Al realizar la siguiente operacién:

y+10 vy .y+3
y—4 y+2 y—4
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Para la multiplicacion se realiza la operacion directamente y posteriormente para la
division se invierte una de las fracciones y se realiza la multiplicacion directamente.

_ (+10)y y—4 y*+10y y-—4
C-D@+2) y+3 y2-2y-8 y+3

P +100)y -4  yP+6y?—40y
2 -2y-8)(y+3) y +y:-1l4y-—24

Simplificacion: Para simplificar una fraccion algebraica se deben aplicar los casos de
factorizacién que se puedan, tanto en el numerador como el denominador, para
encontrar factores iguales y poder simplificarlos; asi se encontrara la fracciéon que no
tenga un factor igual en el numerador y en el denominador.

Ejemplo:
Al simplificar la siguiente fraccion:

p?+8p+15
p3 + 125

Aplicando el caso 4 de la factorizacion, el numerador se factoriza de la siguiente
manera:

p?+8p+15=(p+5@p+3)

También, aplicando el caso 7 de la factorizacion, el denominador se factoriza de la
siguiente manera:

p3+ 125 = (p + 5)(p? — 5p + 25)
Entonces la fraccion simplificada seria:

Pp+5®+3) _ p+3
(p+5@?*—-5p+25) p?—-5p+25

10
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Fraccion algebraica compuesta
Es aquella que posee en su numerador o denominador una fraccion algebraica.
Mediante simplificacion y el producto de medios y extremos, una fraccion algebraica

compuesta se puede convertir en una simple equivalente.

Ejemplo. Al convertir la siguiente fraccién compuesta a una simple:

Primero se realizan operaciones entre fraccionarios tanto en el numerador como en el
denominador para obtener una fracciéon en ambos:

1+ (x—4)(7x—-2) 7x*>-30x+9

x—4 _ x—4
2x?(x —2)+3 2x3 —4x%2 +3
x—2 X —2

Una vez se tiene una fracciéon en el numerador y en el denominador, se realiza
producto de extremos y producto de medios para obtener la fraccion simple:

7x% —30x+9 "
~—4 _ (x=2)(7x* —30x +9)
2x3 —4x2+3  (x —4)(2x3 — 4x2 + 3)
X —2

B 7x3 — 44x% — 69x — 18
T 2x% —12x3 4+ 16x2 + 3x — 12

2.3. Racionalizacion

La racionalizacion es una forma de simplificaciéon de fracciones algebraicas en donde
se eliminan los numeros irracionales (radicales) del denominador. A continuacién se
consideran los siguientes casos que son los mas comunes en fracciones algebraicas.

11
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Denominadores con una raiz cuadrada

Se multiplica tanto en el numerador como en el denominador por la misma raiz
cuadrada que esta en el denominador.

Ejemplo. Al racionalizar la siguiente fraccion:

dx + 5
vx—1

Se multiplica tanto el numerador como el denominador por la raiz que se encuentra en
el denominador y se obtiene el siguiente resultado:

(4x+5Vx—1 (4dx+5)Vx—1
i—ivi-1  x-1

Denominadores con una raiz n-ésima

Se multiplica tanto en el numerador como en el denominador por una raiz n-ésima, que
permita que se elimine la raiz en el denominador.

Ejemplo. Al racionalizar la siguiente fraccion:

5b+7
3/ (4b — 6)2
Se multiplica tanto el numerador como el denominador por una raiz quinta que

permita eliminar la raiz del denominador. Para esto, se aprovechan las propiedades de
los radicales y se resuelve de la siguiente manera:

(5b+7)Y(4b—6)>  (5b+ 7)Y (4b - 6)3
V@b =67 @b -6}  @b-6)

_ (50 + 7)Y/ (4b - 6)3

4b — 6

12
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Denominadores con dos raices cuadradas sumandose o restandose
En este caso, se multiplica tanto el numerador como el denominador por las mismas

dos raices sumandose o restandose, pero con la operacion inversa para obtener una
diferencia de cuadrados y eliminar las raices del denominador.

Ejemplo. Al racionalizar la siguiente fraccién:

3y? + 4x?
Jy—4+Vx+5

En este caso se buscara la manera de que el denominador quede expresado como una
diferencia de cuadrados para poder eliminar las raices, en este caso se multiplica por la
resta de las dos raices que se encuentran en el denominador, y se tiene el siguiente
resultado:

By?+4x)(Jy —4—-Vx +5)
(Vy—4+Vx+5)(y—4—-+Vx+5)

_ By?+4x?)({Jy —4—Vx +5)
(y—4) - (Vx+5)

_By*+4x)({Jy—4—-Vx+5)
B y—4)—-(x+5)

_By*+4x)({Jy—4—-Vx+5)
B y—x—9

Denominadores con dos raices cubicas sumandose o restandose:

Igual al caso anterior, se multiplica; esta vez, por una suma o restas de raices cubicas
para completar una suma o diferencia de cubos y asi eliminar las raices cubicas del
denominador.

Ejemplo Al racionalizar la siguiente fraccion:

4a + 5b

Va+3b

13
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En este caso se buscara complementar el denominador para poder factorizar a una
suma de cubos y asi eliminar los radicales que se encuentran en el denominador. Este
ejercicio se resuelve de la siguiente manera:

(4a +5b) ((Va)” - Va¥b + (¥B)")
(Va +¥b) ((¥a)’ - Ya¥b + (Vb))

~ (a+5b) ((¥a)" - ¥ab+ (VB)")
) (¥a)’ + (VB)’

(4a +5b) ((Va)” - ¥ab + (¥6)")
- a+b

2.4 Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas. Los literales de estas
expresiones algebraicas son denominados variables. Para la solucion de ecuaciones se
debe tener en cuenta la propiedad de uniformidad de la igualdad; ast:

e A=B >A+c=B+c. Si se suma el mismo niumero en ambos lados, la
igualdad se sigue manteniendo.

* A=B = cA = cB. Si se multiplica el mismo nimero a ambos lados y este es
diferente de cero, la igualdad se sigue manteniendo.

Aunque hay varios tipos de ecuaciones, comunmente se encuentran las siguientes.

Ecuaciones lineales

Son aquellas ecuaciones en donde sus variables son de orden uno, es decir ninguna de
ellas puede poseer un exponente diferente de uno.

Ejemplo:
5x + 6 = 2x — 4.

14
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La solucion a estas ecuaciones es sencilla, ya que solo se necesita aplicar las
propiedades de la igualdad expuestas anteriormente. Por ejemplo, para hallar la
solucion de la siguiente ecuacion:

3b—4=5b+9

El primer paso es intentar que en un lado de la igualdad estén los literales y al otro lado
los nimeros, para esto aplicamos las propiedades de la igualdad asi:

3b—4— (3b) = 5b + 9 — (3b)
—4-(9)=2b+9—(9)

-()-=(})

2
Ecuaciones cuadraticas

Son aquellas ecuaciones en donde una o mas de las variables que la componen tienen
grado dos; es decir su exponente es igual a dos.

Ejemplo:
y?+5y—4=0.

Este tipo de ecuaciones siempre tendra dos soluciones. Las soluciones para una
ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ = 0 estan dadas por la siguiente férmula:

—b +Vb?% — 4ac
12 = 2a

Se puede llegar a esta férmula por medio de las propiedades de las igualdades y con un
caso de factorizacién especifico (Trinomio cuadrado perfecto). Debido a que existe una
raiz se podrian dar respuestas complejas, irracionales o racionales, esto depende de los
coeficientes que tenga la ecuacion.

Por ejemplo, para hallar la solucién de la siguiente ecuacion:

5x% — 8x = 4x + 15

Se debe aplicar la formula que se expuso anteriormente. Para ello, se debe llegar a la
forma ax? + bx + ¢ = 0y por esto se usan las propiedades de la igualdad y se obtiene:

15
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5x% — 8x — (4x + 15) = 4x + 15 — (4x — 15)
5x2—-12x—15=0

Ahora, si se aplica la formula reemplazando los valores de la siguiente manera:

a=5,b=—-12,c = —15 al resolver se tiene:
_12+,/(-12)? - 4(5)(-15)
e 2)
_12++v144+300 12 +v444
M2 = 10 -7 10
Finalmente las dos respuestas de la ecuacion son dos numeros irracionales que son los
siguientes:
12+ +V444 12 -+v444
T TT0 T T 10

2.4.1 Ecuaciones de orden superior

Las ecuaciones de orden superior son aquellas en donde una o mas de sus variables
tienen orden mayor a dos. Para resolver estas ecuaciones se aplican las propiedades de
la radicacién y la potenciacion que permiten eliminar las raices que se encuentran en la
ecuacion.

Ejemplo:
5x3 + 100 = —25 — 3x3

Para resolver esta ecuacidn, al igual que las anteriores, se dejan los literales en un lado
de la igualdad y los numeros en el otro lado. Esto se hace con propiedades de la
igualdad de la siguiente manera:

5x3 4+ 100 + (3x3 — 100) = —25 — 3x3 + (3x% — 100)
8x3 = —125

En este caso la mejor forma de resolver la ecuacion es aplicar la raiz cubica a ambos
lados de la igualdad. De esta manera el exponente ctbico de la variable se eliminara y
bastara solo con aplicar propiedades de la igualdad para resolver:

V8x3 = V=125

16
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2x=-5 Sx=—=
X X >

Segun en la manera en como se resuelven, estas ecuaciones se pueden agrupar en
fracciones y radicales.

Fracciones

Estas ecuaciones se caracterizan por tener fracciones algebraicas en algun lado de la
igualdad. Para resolverlas se utilizan las propiedades de la igualdad, teniendo en
cuenta que los denominadores no pueden tomar el valor de cero, ya que la divisiéon por
cero no se puede realizar.

5x—1
Ejemplo: = 25
x+5

De la anterior ecuacidn, es importante tener en cuenta que el valor de x no puede ser -
5, ya que la division entre cero no es posible. Una vez aclarado esto se procede a aplicar
las propiedades de la igualdad para dejar a los literales a un lado de la igualdad y los
numeros al otro:

( +5)5x 5
X x+5

=25(x +5)
5x — 15 = 25x + 125

—140 =20x =2>x = -7

Radicales

Estas ecuaciones se caracterizan porque alguna expresion algebraica tiene exponente
fraccionario. Para resolver este tipo de ecuaciones se usan las propiedades de la
potenciacion, que permiten eliminar las raices y seguir resolviéndola como se ha
mencionado anteriormente.

Ejemplo:

17
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Para resolver esta ecuacidn, se aplican las propiedades de la potenciacién, y para
eliminar la raiz cuadrada se debe elevar cada lado de la igualdad al cuadrado; luego, se
resuelve con las propiedades de la igualdad:

/s x2—72:5 X _ 49
XT3) T XTo 7

9% _ s 98
— = = —
2 =7

-7

2.5 Division sintética

La divisién sintética es una forma de dividir un polinomio entre un binomio de la
forma x-a donde a es un niimero entero. Esta se usa para demostrar si un binomio es
multiplo de un polinomio especifico. La divisidn sintética cumple las siguientes reglas
para obtener el cociente y el residuo de la division:

El cociente siempre sera un polinomio de un grado menor que el polinomio
original.

* El coeficiente del término de mayor grado del polinomio original sera el
coeficiente del término de mayor grado del cociente.

* El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene multiplicando el
coeficiente del término anterior por el término independiente del binomio
divisor con el signo cambiado. A este producto se le suma al coeficiente del
polinomio original que esta en la misma posicion respecto al cociente.

* Para obtener el residuo de la division se multiplica el ultimo coeficiente del
cociente y se multiplica por el término independiente del binomio divisor con el

signo cambiado y este producto se le suma al término independiente del
polinomio original.

Veamos los siguientes ejemplos:

1) Dividir
x34+5x%2—3x+2entrex —3
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Primero se organizan los coeficientes de izquierda a derecha, de mayor a menor
orden del literal que los acompafia, y por ultimo se pone el término independiente
con signo cambiado del binomio divisor:

1 5 -3 2 _+3
1x3=3 8x3=24 21x3=63
1 8 21 65

Luego de hacer la divisidn, el resultado esta en la parte inferior, organizado de
mayor a menor grado, y el ultimo niimero es el residuo de la division. Entonces, el
resultado de la divisidn es:

x% + 8x + 21 con residuo de 65.

Puesto que el residuo es diferente de cero, se deduce que x-3 no es multiplo del
polinomio en el dividendo.

2) Dividir
x*+2x3 —2x*+x—6entrex + 3
1 2 -2 1 -6 -3

1x (-3)=-3 (-1)(-3)=3 1x(-3)=-3 (-2)(-3)=6 .
1 -1 1 -2 0

La respuesta de la anterior division es la siguiente:
x3 — x2 + x — 2 y el residuo es cero (0).

Lo que quiere decir que x + 3 es mdltiplo de x* + 2x3 — 2x% + x — 6.

2.6 Aplicacion y modelado mediante ecuaciones

Existen situaciones en la vida real en donde se pueden aplicar las ecuaciones. Esto se
logra mediante un modelado correcto de la situacion expuesta, ya que si no se modela
correctamente, la solucién a la ecuacion no sera la correcta para resolver el problema
dado. Un problema tipico para la aplicacion de ecuaciones es el siguiente:

La suma de dos nimeros es 100 y el doble del mayor equivale al triple del menor.
Hallar los numeros.
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Para resolver este tipo de problemas se efecttian los siguientes pasos:

* Identificar las incognitas de la ecuacion.
* Establecer relacion entre las incognitas.
* Establecer la ecuacion

* Resolver la ecuacion.

¢ Comprobar y dar respuesta.

Una vez resuelta la ecuacidén se da la respuesta al problema; para el ejemplo planteado,
se tiene:

a) Identificar las incégnitas de la ecuacidn:

x = Numero Mayor
y = Numero menor

b) Establecer relacidn entre las incognitas:

2x

3
x+y= 100

c) Establecer la ecuacidn:

+2x_ 100
X 3 =

d) Resolver la ecuacién y dar la respuesta:

3x + 2x
— =100 = 5x=300 > x=60
2(60
=(T)=4°

e) Comprobar y dar respuesta: se verifica en las ecuaciones que las respuestas
halladas sean correctas:

60 + 40 = 100 Correcto

2(60)
T = 40 Correcto
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2.7 Desigualdades

Una desigualdad es una sentencia en donde una expresion puede ser menor (<),
mayor (>), menor o igual (<) o mayor o igual (=) a otra expresion. Cuando las
expresiones son algebraicas son conocidas como inecuaciones, ya que, a diferencia de
las ecuaciones, no se posee una igualdad sino una desigualdad. La caracteristica
principal de las inecuaciones o desigualdades es que la soluciéon no es un nimero sino
un intervalo o una union de estos sobre la recta real. Al igual que las ecuaciones, las
inecuaciones poseen propiedades para ser resueltas de una manera sencilla y rapida.

Estas son:

* A<B > AZX(C<BzC(C. Al sumar o restar una cantidad igual a cada lado de
la desigualdad, ésta se mantiene.

* A<B = cA<cBsiysolosic> 0. Al multiplicar una cantidad igual a cada
lado de la desigualdad y ésta es mayor que cero, la desigualdad se mantiene.

* A<B = cA>cBsiysolosic<0.Al multiplicar una cantidad igual a cada
lado de la desigualdad y esta es menor que cero, la desigualdad cambia de
sentido.

Tipos de desigualdades

Desigualdades lineales

Al igual que las ecuaciones lineales, estas se caracterizan porque sus variables son de
grado uno, y se resuelven siguiendo las propiedades de desigualdades expuestas
anteriormente.

Ejemplo:
Resolver la siguiente desigualdad:

5b+7>6b—-1

Al aplicar las propiedades de las desigualdades, la solucion a esta desigualdad es la
siguiente:
5b+7—-(6b—-7)>6b—1—(6b—7)
—b(—1) > -8(-1)
b<8
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La solucion a esta desigualdad es el intervalo abierto (—oo, 8), que quiere decir que
todos los numeros reales que son menores estrictamente de 8 satisfacen la desigualdad
y son la solucidn a esta desigualdad.

En la grafica 1, se puede ver el intervalo sobre la recta real.

b<8

Grafica 2.1. Intervalo sobre la recta real.
Desigualdades cuadraticas

Se caracterizan porque alguna de sus variables es de segundo orden y, como en las
ecuaciones cuadraticas, la idea en este caso es “desigualar” a cero para poder obtener
un polinomio de orden dos y asi poder factorizar en dos factores.

Posteriormente, se encuentran los valores de las fronteras para que los factores
cambien de signo. Para cada uno de estos intervalos se evaltan los siguientes casos:

* Siambos factores son negativos o positivos, entonces el resultado es positivo.

* Sialguno de los factores es negativo y el otro positivo, entonces el resultado es
negativo.

Una vez hallado de los intervalos que dan respuestas negativas o positivas, se verifica
la direccién de la desigualdad y asi mismo se da como respuesta el intervalo que
cumple la desigualdad.

Ejemplo:
Resolver la siguiente desigualdad:

X2 —4x+10<x+4

Lo primero que se debe hacer es “desigualar” a cero. Es decir, a un lado de la igualdad
debe estar el cero y al otro lado una expresion algebraica. Esto se hace con las
propiedades de la desigualdad ast:

x2—4x+10-(x+4) <x+4—(x+4)
x2=5x+6<0
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Después, se pasa a factorizar la expresion algebraica; para ello, se aplica el caso de
factorizacién numero cuatro. Entonces la expresion factorizada es la siguiente:

x-3)x—-2)<0

Como indica la expresion anterior, hay que hallar un valor de x, para el cual la
expresion (x — 3)(x — 2) sea negativa. Para ello, se realizan los siguientes pasos:

* Se hallan los valores de x, para los cuales la expresion es igual a cero: al ser una
ecuacion cuadratica se tienen dos resultados, en estecasoesx =3 o0 x = 2.

* Se hallan intervalos posibles de solucion y se evalian: en este caso se divide la
recta real en 3 intervalos posibles de solucion que son los siguientes:

(=00,2),(2,3),(3,00).

Para estos tres intervalos, se evalda el signo de cada factor y asi mismo el signo final de
la expresion:

* Intervalo (—x,2): en este intervalo ambos factores (x —3)(x —2) son
negativos. Es decir, la expresion sera un producto de dos niimeros negativos por
lo que la respuesta sera un numero positivo siempre. Entonces este intervalo no
es una solucion a la desigualdad.

* Intervalo (2, 3): en este intervalo el factor (x — 2) es positivo, mientras (x — 3)
es negativo. Entonces la expresién sera una multiplicaciéon de un numero
negativo y uno positivo, el resultado final sera un nimero negativo y es justo lo
que se necesita. Entonces el intervalo (2, 3) hace parte de la respuesta.

* Intervalo (3, ©): en este intervalo ambos factores poseen valores positivos, por
lo que el signo de la expresion sera positivo. Asi se puede concluir que este
intervalo no debe hacer parte de la respuesta.

Se evaluan las fronteras: se evaldan si las fronteras cumplen la desigualdad. En este
caso x=2 y x=3 no lo cumplen, ya que con estos valores la expresion vale cero y el signo
de la desigualdad es estrictamente menor, por lo que estos nimeros no entran en la
solucion.

Respuesta final: el Uinico intervalo que cumple con la desigualdad es (2,3), siendo este
un intervalo abierto, ya que 2 y 3 no entra en la solucién. Entonces la respuesta es todo
numero comprendido entre 2 y 3, excluyendo el 2 y el 3 cumplen con la desigualdad
dada.
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En la siguiente grafica se muestra el intervalo sobre la recta real.

(x—3)(x—-2)=<0

- % € : } >0 | —>x
2 3

Grafica 2.2. Intervalo sobre la recta real

Desigualdades con valor absoluto
Cuando se presenta una desigualdad con un valor absoluto, ésta se debe tratar
diferente ya que se debe tener en cuenta la definicion matematica del valor absoluto.

La definicion matematica del valor absoluto, es la siguiente:

x| =xsix=>0 y
x| = —xsix <0

Teniendo en cuenta esta definicion, una desigualdad que tienen un valor absoluto, se
evalda de la siguiente manera:

* |x|>a 2x<-ayx>a
* |x|<a 2x>—ayx<ad-—a<x<a

En estos casos se deben evaluar dos desigualdades lineales y la respuesta a la
inecuacion seria la union de las respuestas que tengan en ambas desigualdades.

Ejemplo 3. Resolver la siguiente desigualdad:
|5x — 2] —2x < 2x+3

Primero se deja a un lado de la desigualdad el valor absoluto y al otro lado lo que no
tenga valor absoluto. Esto se hace aplicando reglas de las desigualdades:

|5x — 2| — 2x + (2x) < 2x + 3 + (2x)
|5x — 2| < 4x+3

Una vez organizada la desigualdad, se evalua el valor absoluto obteniendo asi las dos
desigualdades y se proceden a resolverlas:

5x — 2 > —(4x + 3)
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Se resuelve:

S5x -2+ (4x+2)=>—4x -3+ (4x + 2)

()21

5x—2<4x+3
Se resuelve:

5x =2+ (—4x+2)<4x+3+ (—4x+2)
x<5

Una vez resuelta las dos desigualdades, se obtiene como respuesta final la unién de los
dos intervalos obtenidos. En este caso, son los nimeros mayores a menos un noveno y
los menores a cinco en un intervalo cerrado; es decir, se incluye menos un noveno y el
cinco; asi:

<x<5

O| -

El intervalo se expresa de la siguiente manera:

54

En la siguiente grafica se muestra el intervalo sobre la recta real.

- -1/9 |S5x—2| =4x +3 .
<l | | | | |
—X € * | | | | >¢ >
1 0 1 2 3 4 5 6
Grafica 2.3. Intervalo sobre la recta real.
Ejemplo.

Resolver la siguiente desigualdad:
|5x — 2| —2x > 2x+3

Primero se deja a un lado de la desigualdad el valor absoluto y al otro lado lo que no
tenga valor absoluto. Esto se hace aplicando reglas de las desigualdades:

|5x — 2| — 2x + (2x) = 2x + 3 + (2x)
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|5x — 2| = 4x +3

Una vez organizada la desigualdad se evalua el valor absoluto, obteniendo asi las dos
desigualdades y se proceden a resolverlas:

5x — 2 < —(4x + 3)

Se resuelve:

S5x -2+ (4x+2)<—4x -3+ (4x+2)

ox(5) = -1(5)

5x—2=4x+3
Se resuelve:

5x =2+ (—4x+2)=4x+3+ (—4x+2)
xX=5

Una vez resuelta las dos desigualdades, se obtiene como respuesta final la unién de los
dos intervalos. En este caso, son los nimeros menores a menos un noveno y los
mayores a cinco, en intervalos se mi abierto; es decir, se incluye en uno de los

extremos, menos un noveno y el cinco y en el otro extremo menos infinito e infinito,
respectivamente. El intervalo se expresa de la siguiente manera:

(0, ~3] u5.%)

En la grafica 4, se muestra el intervalo sobre la recta real.

[S5x—2|=4x+3

Grafica 2.4. Intervalo sobre la recta real
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Aplicaciones y ejemplos

Factorizar el siguiente polinomio:

(x? — 25) + (x® — 10x + 25) — (x3 — 125)

Expresion dada

(x +5)(x —5) + (¥ —10x + 25) — (x3 — 125)

Factorizacion 1° término (Diferencia de
Cuadrados Perfectos)

(x+5)(x—5)+ (x—5)%— (3 - 125)

Factorizacion 2° término (Trinomio cuadrado
perfecto)

(x+5)(x—5)+(x—-5)%—(x—5)(x? + 5x + 25)

Factorizacion 3° término (Diferencia de
Cubos Perfectos)

(x — 5)((x+ 5+ (x —5) — (x% + 5x+25))

Factorizacién por Factor comun

(x —5)(x% + 7x + 25)

Reduccidn de términos semejantes

Tabla 2.1 Ejercicio.

Factorizar el siguiente polinomio:

(3x% + 13x — 10) + (9x? — 6x)

Expresiéon dada

(3x —2)(x + 5) + (9x% — 6x)

Factorizacion 1° término (Trinomio de la
forma ax? + bx + c)

Bx—-2)(x+5)+3x(3x—2)

Factorizacion 2° término (Factor Comun)

(3x — 2)((x +5)+ 3x)

Factorizacién por Factor comun

(B3x—-2)(4x +5)

Reduccion de términos semejantes

Tabla 2.2 Ejercicio.

Realizar la siguiente operacidn y simplificar si es posible:

x 2x N x2—6x—4
x2—-3x—-4 x2-1 x3—-4x2-x+4

Expresion dada

X 2x
x-4x+1) (x+DkE-1)
x2—6x—4

HCEDICT IR

Factorizacion de denominadores
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x(x—1)—2x(x—4)+ (x* —6x—4) Homogenizacion de las fracciones utilizando
x-Dx+1D(x-1) M.C.M de los denominadores

x2—x—-2x*+8x+x*—6x—14

x-Dx+1Dx-1) Multiplicar

x—4
x—)(x+1)(x-1)

Reduccién de términos semejantes

1

—(x DE-D Simplificacién

Tabla 2.2 Ejercicio

Racionalizar la siguiente fraccion:

2
X
e — Expresion dada
Vx—+Vx+1
x? Vx+vVx+1 Multiplicar por el conjugado del denominador
Vi—vx+1 ' Vx+Vx+1 Multiplicar por el conjugado del denominador
(Vx+Vx+1) Homogenizacion de las fracciones utilizando
x—(x+1) M.C.M de los denominadores
Reducir términos semejantes en el
2 N
¥ (Vx +Vx +1) denominador

Tabla 2.3 Ejercicio

Racionalizar la siguiente fraccion:

4
T Expresion dada
3
v1i-x3+x
2
4 xt - ANT=x+ 1-a3)7s Multiplicar utilizando la factorizacién de una de
VT-3+x x2—x3¥1—x3+ (1-— x3)z/3 cubos
2 _ .31 _ .3 P 2/3
4 (x AV1-2+ A - ) Eliminar raiz cubica
(1—x3) +x8
2 33 _3v% Reducir términos semejantes en el
4 (x V1=t + (1—x%) 3) denominador

Tabla 2.4 Ejercicio
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Resolver la siguiente ecuacidn lineal:
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-32x+7)+(-5x+6)=8(1-2x) — (x—3)

Expresion dada

—6x—21-5x+6=8—-16x—x+3

Multiplicacion

-11x-15=-17x+ 11

Reduccién de términos semejantes

17x —11x =15+ 11

Reduccién de términos semejantes

26

x=— Reduccién de términos semejantes
13

X = 5 Simplificacion

Tabla 2.5 Ejercicio

Planteamiento de problema: seis veces el ancho de una sala excede en 4m la longitud
de la sala, y si la longitud aumentada en 3m se divide entre el ancho, el cociente es 5y

el residuo es 3. Hallar las dimensiones de la sala.

* Identificar las incognitas:

x = Ancho
y = Longitud

* Establecer relacion entre las incognitas:

6x =y+4
S5x =y
e Establecer la ecuacién:
6x =5x+4

* Resolver la ecuacion y dar la respuesta

6x—5x=4> x=4
y=5(4) =20
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Resolver la siguiente desigualdad:

2x—3)2+4x%(x—7) < 4(x —2)3 Expresion dada

4x% —12x + 9 + 4x3 — 28x2

< 4x3 — 24x2 + 48x — 32 Expansion de los factores

2 _ 3 _ 2 _ 3 2
4x° —12x+ 9 + 42" — 282" — 427 + 24x Hacer cero un lado de la desigualdad

—48x+32<0
36x+41<0 Reduccién de términos semejantes
< e Despejar
- X
x 36 pej

Tabla 2.6 Ejercicio
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Resumen

En esta segunda unidad se hizo un repaso de las expresiones algebraicas y se
desarrollaron los ocho casos de factorizacion mas comunes. También se trabajé con
fracciones algebraicas mostrando sus caracteristicas (simples o compuestas) al igual
que se realizaron operaciones entre ellas.

Adicionalmente, se dio la definicién del concepto de racionalizacion, con lo que se hace
un acercamiento a las fracciones algebraicas con radicales en su denominador. El
siguiente tema que se expuso fue el de ecuaciones, en el que se trataron las
propiedades de la igualdad y se mostré como resolver diferentes tipos de ecuaciones
(lineales, cuadraticas, fraccionarias y de orden superior).

Posteriormente, se hizo un refuerzo a la factorizacion, con la division sintética, su
teoria y desarrollo, y luego se expusieron las aplicaciones de las ecuaciones en

problemas sencillos de la vida real.

Finalmente, se llegd al tema de desigualdades, en el que se explico como resolver
desigualdades lineales, cuadraticas y con valor absoluto en sus expresiones.
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