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Introduccion

Es comun ver en el espacio publico un porcentaje de personas que fuman y otras que
no lo hacen. Cabe la posibilidad de que aquellos que no fuman mas adelante si lo hagan
y los que actualmente fuman dejen el cigarrillo. Esta sucesion de observaciones con
determinado numero de resultados, cada uno de los cuales tiene una probabilidad,
depende solo del resultado de la etapa inmediatamente anterior. Este proceso en el que
intervienen variables aleatorias indexadas en el tiempo se denomina cadenas de
Markov, haciendo honor al matematico ruso Andrei Andreyevich Markov, quien creé
este método. De esta forma la probabilidad de ocurrencia de un evento depende del
evento anterior.

Objetivos

Objetivo general

Emplear las cadenas de Markov como una herramienta de resolucion para situaciones
relacionadas con procesos estocasticos.

Objetivos especificos

* Reconocer las generalidades de una cadena de Markov.

* Identificar las caracteristicas de un proceso estocastico markoviano.
* (lasificar de forma general las cadenas de Markov.

* Formular modelos soportados en cadenas de Markov.
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2.1 ¢Qué es una cadena de Markov?

Una cadena o modelo de Markov es una herramienta para analizar procesos en que la
sucesion de variables aleatorias evolucionan en funcion de otra variable. Dichas
variables o conjunto de variables que tienen efectos aleatorios, reciben el nombre de
proceso estocastico. La insercién de este método a las matematicas se le atribuye a
Andrei Andreyevich Markov.

Una cadena de Markov es una secuencia Xi, X2, Xs,... de variables aleatorias. El valor de
Xn es el estado del proceso en el tiempo n. De esta manera se obtiene la propiedad
markoviana:

PXns1 =Xns1| Xn=xn, Xnow = Xpoq,, X2 = %3 X3 = %) =P (Xpqq =
Xn+1 | Xn )

Donde x; es el estado del proceso en el instante i.

¢Quién fue Andrei Markov Andreyevich?

Andrei Markov Andreyevich nacio6 el 2 de junio de 1856 en Riazan, Rusia. Markov fue
uno de los mas famosos discipulos de Chebyshev y sus ideas se basaban en representar
la probabilidad como una ciencia matematica exacta y practica.

La introduccion de la cadena de Markov como un modelo para el estudio de variables
aleatorias fue uno de los aportes mas representativos a las matematicas.

Markov también escribié un libro de texto de estadistica y probabilidad. Su obra
influyé en muchos otros famosos matematicos y estadisticos, incluyendo SN Bernstein,
Romanovsky VI, y Jerzy Neyman.

Después de contribuir en gran medida a la teoria de numeros, analisis, calculo de
diferencias finitas, teoria de la probabilidad (con las cadenas de Markov) y las
estadisticas, murié en Petrogrado (San Petersburgo antes, ahora Leningrado), el 20 de
julio de 1922.

Cadenas homogéneas y no homogéneas

Una cadena de Markov es homogénea si la probabilidad de ir del estado i al estado j en
un paso no depende del tiempo en el que se encuentra la cadena, es decir:
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P(Xn:jl Xn—l =i)=P(X1=j|X0=i)

Para todo n y para cualquier i, j.

Si para alguna pareja de estados y para determinado tiempo n, la propiedad antes
mencionada no se cumple se puede decir que la cadena de Markov es no homogénea.

2.2 Probabilidades y matriz de transicion

La probabilidad de ir del estado i al estado j en n unidades de tiempo esta dada por:
P =Pr(X,=j| Xo =1)

En la probabilidad de transicidn, en un paso, se omite el superindice y de esta forma se
obtiene:

Pij:PT(X1:j| Xo =1)

Las probabilidades de transicion en n pasos satisfacen la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov, es decir, para cualquier k tal que 0 < k < n se cumple que:

n _ (k) . (n—k)
Pijn _zpir Pi;l

T€EE

Donde E denota el espacio de estados.

Cuando la cadena de Markov es homogénea, muchas de sus propiedades se pueden
obtener a través de su matriz de transicion, definida, entrada a entrada, como:

Ai,j = Pl"
En donde la entrada i, j corresponde a la probabilidad de ir del estado i a j en un paso.

De la misma manera se puede obtener la matriz de transicién en n pasos como:

AP = P donde PV = P (X, =j| X, =1i)
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Una matriz de transicion para una cadena de Markov de n estados es una matriz de n
X n con todos los registros no negativos y con la propiedad adicional de que la suma de
los registros de cada columna (o fila) es 1.

Los P;; se agrupan en la matriz de transicion de la cadena de Markov, de tal forma que:

POO P01 o

Ejemplo 1
Las siguientes matrices son de transicion.

0.70 0.30

0.18 0.75 0.16 050 0.50

[0.80 0.20 0.00] [
0.02 0.05 0.84

2.3 Representacion grafica de una matriz de transicion
Las probabilidades de un estado a otro se pueden representar a través de un diagrama
de transicion de estados, el cual es un grafo dirigido en donde los nodos son los estados

de la cadena de Markov y cuyos arcos se deben etiquetar con la probabilidad de
transicion entre los estados que unen. Si dicha probabilidad es cero, no se pone arco.

O——Q

Figura 2.1 Representacion grafica de una matriz de transicion

Propiedades:

* Lasuma de las probabilidades de los estados debe ser igual a 1.
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e La matriz de transicion debe ser cuadrada, es decir, debe tener el mismo
numero de filas y columnas.
* Las probabilidades de transicién deben estar entre 0 y 1.

A continuacién se desarrollaran varios ejemplos para comprender el significado de una
cadena de Markov, una matriz de transicién y las probabilidades de transicidn.

Ejemplo 2

Un agente comercial realiza su trabajo en tres ciudades: Bucaramanga, Cali y Pereira.
Para evitar desplazamientos innecesarios esta todo el dia en la misma ciudad y al dia
siguiente se desplaza a otra ciudad, si no tiene suficiente trabajo. Después de estar
trabajando un dia en Pereira, la probabilidad de tener que seguir trabajando alli al dia
siguiente es 0.4, la de tener que viajar a Cali es 0.4 y la de tener que ir a Bucaramanga
es 0.2. Si el viajante duerme un dia en Cali, con probabilidad de un 20%, tendra que
seguir trabajando en la misma ciudad al dia siguiente; en el 60% de los casos viajara a
Pereira, mientras que ira a Bucaramanga con probabilidad de 0.2. Por ultimo, si el
agente comercial trabaja todo un dia en Bucaramanga, permanecera en esa misma
ciudad al dia siguiente con una probabilidad de 0.1, ir4a a Cali con una probabilidad de
0.3 y a Pereira con una probabilidad de 0.6.

a) Sihoy el viajante esta en Pereira, ;cual es la probabilidad de que también tenga
que trabajar en el mismo lugar al cabo de cuatro dias?

b) ¢Cuales son los porcentajes de dias en los que el agente comercial esta en cada
una de las tres ciudades?

Solucion:
La matriz de transicion P es la siguiente para el orden Bucaramanga, Cali y Pereira.

0.1 03 0.6
P=102 02 06
02 04 04
Para solucionar la primera pregunta se debe averiguar el término P;;, es decir, el

término que ocupa la tercera fila y la tercera columna de la matriz P*, lo cual se
obtiene con la fila 3 y columna 3 de P?, cuyos valores son:

® FAEDIS
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0.2 02 06
02 04 04

02 02 06
02 04 04

9/50  17/50  12/25
9/50  3/10 13)25

[0.1 0.3 0.6] [0.1 0.3 0.6] [19/100 33/100 TL2/25]
P2: . =

19/100 33/100 12/25
Pt = p24 p2 = [ Q/50 17/50__12/25
9/50  3/10 13/25

[19/100 33/100 (12/25
9/50 ___17/50__12/25

| 950  3/10 13725

p* 0 12 + 5, 12 + BB 0.0864 + 0.1440 + 0.2704 = 0.5008
50 25 10 25 25 25

En la segunda pregunta, para hallar las probabilidades estacionarias, se debe proceder
de la siguiente manera:

0.1 03 0.6
x y 2 [0.2 0.2 0.6]=(x y z);x+ y+ z=1
02 04 04

Desarrollando resulta el sistema de ecuaciones lineales:

Ox+2y+2z =0
3x-8y+4z=0
6x + 6y - 62 =0

Xx+y+z-=1

Se elimina y en las dos primeras -33 x + 12 z= 0y se elimina y en las dos ultimas: 12 z =
6; de ambas se deduce que x=2/11=0.1818;y=7/22 =0.3181; z = 0.5, es decir:

Bucaramanga = 18%
Cali =32%
Pereira = 50%

Ejemplo 3

La empresa Exito Mévil decidié hacer un estudio para analizar el comportamiento de
su nuevo competidor Virgin, ya que piensa que el cambio de marca puede modelarse
como una cadena de Markov, incluyendo tres estados. Los estados E y V representan a
los clientes que emplean las marcas mencionadas y el estado D representa todas las
demas marcas de méviles. Los datos se toman cada mes y se ha construido la siguiente
matriz de transicion de los datos historicos:
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E V D

07 02 01 g
0.2 0.75 0.05 V
01 01 08.°

;Cuales son los porcentajes de mercado en el estado estable para las dos marcas
grandes?

Solucion:
El problema consiste en resolver el sistema formado por las siguientes ecuaciones:

(x.y.z). P=(xy,z); x +y + z =1, siendo x la probabilidad de que el cliente emplee E, y de
que el cliente emplee V y z que el cliente emplee D. Se obtiene el siguiente sistema:

0.7 02 0.1
(x y 2) [0.2 0.75 0.05] =(xy z);x+y+z=1
01 01 08

Resolviendo la matriz se obtiene:
SBx+2y+z2=0
20x- 25y + 10z =0
10x +5y - 20z = 0
x+ y+ z=1

Cuya solucién es: x=9/16; y=10/26; z=7/26

Ejemplo 4

El departamento de estudios de mercado de una fabrica estima que el 20% de la gente
que compra un producto un mes, no lo comprara el mes siguiente. Ademas, el 30% de
quienes no lo compren un mes lo adquiriran al mes siguiente. En una poblacién de
1.000 individuos, 100 compraron el producto el primer mes, ;cuantos lo compraran al
siguiente mes? y ;dentro de dos meses?

Solucion:
o_ [0.8 0.2
PT= [0.3 0.7
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0.8 0.2
0.3 0.7

El primer mes compraran C = 350 y no compraran N =650

(C,N)= (100 900) | = (350, 650)

‘= [8:2 8:3] [8:2 gg] [o 45 055

(C,N) = (100 900) [045 055] (475, 525)

El segundo mes compraran C = 475 y no compraran N = 525

Vector de probabilidad invariante
Un vector de probabilidad (finito o infinito numerable) es invariante para una cadena
de Markov si:

vP=v

Donde P es la matriz de transicidn de la cadena de Markov. Al vector de probabilidad
invariante también se le llama distribucidn estacionaria o distribucién de equilibrio.

2.4 Conceptos generales

Las cadenas de Markov estan caracterizadas por unos tiempos de entrada, recurrencia
de sus estados y una periodicidad, conceptos importantes que describen el
comportamiento del sistema.

Tiempos de entrada:
Si C CE, se define el primer tiempo de entrada a C como la variable aleatoria

T =min{n>0X, € (} sifln>0X, € } = @
o0 sifn>0X, € (}=

T, denota la primera vez que la cadena entra al conjunto de estados C.

Recurrencia:
En una cadena de Markov con espacio de estados E, si XEE se define:

L, =P (X, =xparaalgunn € N| X, =x)
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X esestado recurrente si L, = 1

X es transitorio si L, <1
X es absorbente si P, =1

Periodicidad:

El periodo de un estado x€E se define como:

d(x) = mced {n: Px(;) > 0}
Donde mcd es el maximo comun divisor.
d(x) > 1 quiere decir que x es periddico de periodo x. El estado x sera periodico de
periodo d(x) > 1 si existen caminos que llevan desde x hasta x, pero todos tienen
longitud mx con mx > 0.

Sid(x)=1 se dice que x es un estado aperiddico.

Una cadena de Markov es aperiddica si todos sus estados son aperiddicos.

Ejemplo 5

En la siguiente cadena de Markov todos los estados son periddicos de periodo d(x) = 3

Figura 2.2. Estados periodicos en una cadena de Markov.
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2.5 Tipos de cadenas de Markov

Cadenas irreducibles

Una cadena de Markov es irreducible si cumple con cualquiera de las siguientes
condiciones (equivalentes entre si):

Desde cualquier estado de E se puede acceder a cualquier otro.
Todos los estados se comunican entre si.

C(x)=E para algun x€E.

C(x)=E para todo x€E.

El tinico conjunto cerrado es el total.

SANC O

Cadenas positivo-recurrentes

Una cadena de Markov es positivo-recurrente si todos sus estados son positivo-
recurrentes. Si la cadena es irreducible existe un unico vector de probabilidad
invariante y esta dado por:

Cadenas regulares

Una cadena de Markov es regular (también primitiva o ergddica) si existe alguna
potencia positiva de la matriz de transicion cuyas entradas sean todas estrictamente
mayores que cero.

Cuando el espacio de estados E es finito, si P denota la matriz de transicion de la

cadena se tiene que:
lim P" =W

n — oo

Donde W es una matriz con todos sus renglones iguales a un mismo vector de
probabilidad w, que resulta ser el vector de probabilidad invariante de la cadena. En el
caso de cadenas regulares, este vector invariante es unico.

Cadenas absorbentes

Una cadena de Markov con espacio de estados finito se llama absorbente si se cumplen
las siguientes condiciones:
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1. Lacadena tiene al menos un estado absorbente.
2. De cualquier estado no absorbente se accede a algtin estado absorbente.

Si se denota como A al conjunto de todos los estados absorbentes y a su complemento
como D, se obtienen los siguientes resultados:

Su matriz de transicion siempre se puede llevar a una de la forma:

-

Donde la submatriz Q corresponde a los estados del conjunto D, I es la matriz
identidad, 0 es la matriz nula y R alguna submatriz.

PX(TA < 00)21

Esto quiere decir que no importa en donde se encuentre la cadena, eventualmente
terminara en un estado absorbente.

Ejemplo 6

En un juego participan dos jugadores, A y B. En cada turno se lanza una moneda al aire.
Si sale cara, Ale da 1 a B, sisale sello Ble da1a A. Al principio A tiene 3 y B tiene 2. El
juego termina hasta que uno de los dos fracase.

Se debe calcular:

* Laprobabilidad de fracaso de A.
* Laprobabilidad de fracaso de B.
* El nimero medio de tiradas que tarda en acabar el juego.

Se tendra una cadena con un estado por cada posible estado de cuentas de A:S =
{1,2,3,4,5,0}. Descomponiendo P:

0050 0 005

050050 0 0 0050 0 005
_|oo0s50050 0| = _los5 0050 _lo o
P=10"0050050 Q=1"Tos00s5! R0 o

000010 0 0050 050

00000 1

Realizando calculos se obtiene:
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1 -050 0 1.6 1.2 0.8 0.4
(I—Q)yt=|"051 050 - |12 24 1.6 0.8
0 —05 1 —05 08 16 2.4 1.2
0 0 —-05 1 04 08 1.2 1.6

0.2 0.8

_ 0.4 0.6

I-Q)'R=
S 0.6 0.4
0.80.2

* Probabilidad de fracaso de A
El fracaso de A esta representado por el estado 0, que es el segundo estado
absorbente. Como se empez6 en el tercer estado transitorio (A empieza con 3), se
debe consultar la tercera fila, segunda columna de (I —Q)™! R, que da una
probabilidad de 0.4 de que A empiece con 3 y fracase.

* Probabilidad de fracaso de B
Como es el suceso contrario su probabilidad sera 1 - 0.4 = 0.6. También se puede
consultar la tercera fila, primera columna de (I — Q)" R.

* Numero medio de tiradas que tarda en acabar el juego
Se suman los numeros medios de etapas que se estaran en cualquier estado
transitorio antes de la absorcidn, suponiendo que se empieza en el tercer estado
transitorio. Dichos nimeros medios son los que forman la tercera fila de la matriz
(I — Q)~!. El promedio es: 0.8 + 1.6 + 2.4 + 1.2 = 6 tiradas.

* (Cadenas ergodicas
Una cadena de Markov es ergoddica si es irreducible, recurrente y aperiddica.

Ejemplo 7

Se tiene la siguiente matriz de transiciéon con S = {a, b, ¢, d, e}:

a bc de
1/2 01/2¢0 0
01/403/40
P=|0 01/3 ¢ 2/3
1/41/2 0 1/4 0
1/3 0 1/3 0 1/3

O Q0T
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1. Sedibuja el diagrama de transicion de estados.

1/4 1/3

1/2 2/3

1/4 1/3

Figura 2.3. Diagrama de transicion de estados

2. Se hallan los conjuntos cerrados
Con un estado i, se construye un conjunto cerrado C;, con todos los alcanzables
desde €l en una o mas etapas (el propio i también se pone):

Ca = {arcre} = Ce
Co=1{b,d,a,c,e}=Cq=8S

La cadena de Markov no serd irreducible porque C,, es un subconjunto propio
cerrado de S.

3. Se clasifican los estados
Recurrentes: a, ¢, e
Transitorios: b,d
Periddicos: ninguno
Absorbentes: ninguno

4. Se reorganiza la matriz. Dada una matriz finita, se podran agrupar los estados
recurrentes por un lado y los transitorios por otro:

. Movimientos entre recurrentes 0 ]
Paso de transitorios a recurrentes Movimeintos entre transitorios



u
NUEVA GRANADA

= .
® FAEDIS

FACULTAD DE ESTUDIOS A DISTANCIA

Con el nuevo orden se tendria:

a ce b d
1/21/2 0 0 O
0 1/32/3 0 0
P=11/31/31/3 0 0
0 o o 1/43/4
1/4 0 0 1/21/4

5. Se clasifica la cadena. No es irreducible, por lo cual no serd periddica, ni
aperiddica, ni recurrente, ni transitoria, ni ergddica.

Para esclarecer los conceptos se tienen los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 8

@

Figura 2.4 Cadena irreducible, recurrente, periédica de periodo 3 y no ergédica.

Ejemplo 9

Figura 2.5. Cadena irreducible, aperiddica, recurrente y ergodica.
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2.6 Cadenas de Markov en tiempo continuo

En algunos casos en los que se requiere un parametro de tiempo continuo, porque la
evolucion del proceso se esta observando de manera continua a través del tiempo, se
emplean las cadenas de Markov en tiempo continuo.

Si en lugar de considerar una secuencia discreta X7, X»,..., Xj.. coniindexado en el
conjunto [N de niimeros naturales, se consideran las variables aleatorias X; con t que
varia en un intervalo continuo del conjunto IR de ntimeros reales, se tendra una cadena
en tiempo continuo. Para este tipo de cadenas en tiempo continuo, la propiedad de
Markov se expresa de la siguiente manera:

P(X(tps1) = Xnp1 X(tn) = X X(t1) = %1 ) = P(X (1) = Xpaq X(t) =
Xptalquet,,y > t, > th_q >..> t;

Para una cadena de Markov continua con un numero finito de estados puede definirse
una matriz estocastica dada por:

P(ty t;) = [pij (t1,62)ij =1,... N|,pij (&1, t,) =PIX (t2) =j X (t1) = il,0 = t; < t,

La cadena se denomina homogénea si P(tl‘tz) =P(t, —t;)

2.7 Probabilidades de estado estable

Para cualquier estado i y j y nimeros no negativosty s (0 < s < 0),

P (t) = zk=1pik ()P (t—s)

Un par de estados iy j se comunican si existen tiempos t1 y t, tales que P;; (t;) >0y
P;j (t; ) > 0. Todos los estados que se comunican forman una clase. Si todos los estados
forman una sola clase, es decir, si la cadena es irreducible entonces,

P;j(t)>0 paratodat > 0ytodoslosestadosiyj lim;_ . P;j (t) =mj
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Siempre existe y es independiente del estado inicial de la cadena de Markov, para
j=0,1,... M, estas propiedades limitantes conocidas como probabilidades de estado
estable.

La siguiente ecuacion es importante para obtener la probabilidad del estado estable:

Tiq; = Xizj7;q; paraj=0,1,.., M

Ejemplo 10

En la recepcion de una empresa se emplean dos conmutadores que funcionan
continuamente, excepto cuando tienen dafios. El tiempo requerido para reparar un
conmutador tiene una distribucién exponencial como media de medio dia. Una vez se
repara, el tiempo que transcurre hasta el siguiente dafio tiene distribucién exponencial
con media de un (1) dia. Estas distribuciones son independientes. Defina la variable
aleatoria X(t') como X(t') = nimero de conmutadores dafiados en el tiempo t’; tasa de
transicion total hacia afuera de cada estado.

qo = qo1 = 2
41 = qi0t+q1z =3
2 = qz21 =2

Sustituyendo todas las tasas en las ecuaciones de estado estable dadas se obtiene:

Ecuacion de balance para el estado 0: 2, = 2,4
Ecuacion de balance para el estado 1: 3,; = 2,0 + 2,2
Ecuacion de balance para el estado 2: 2,,, = m;

Las probabilidades suman 1: 7y + 7y + 1, = 1

Cualquiera de las ecuaciones de balance se puede eliminar como redundante y la
solucion simultanea de las ecuaciones restantes da la distribucion del estado estable
como:

ul] =

2
cTog)

Ty, 1, Ty = (T

Se concluye entonces que los dos conmutadores estaran dafiados simultineamente
20% del tiempo y estara dafnado un conmutador otro 40%.
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2.8 Aplicaciones

Las cadenas de Markov tienen variadas utilidades en el mercado, por esta razon es una
herramienta importante para solucionar problemas en las empresas, como por
ejemplo, el share de marcas, la dindmica de mantenimiento y la planeacion de tareas
administrativas. Pero no sélo se emplean en las areas de la industria, también son
usadas para formular modelos climatologicos, resolver problemas de estadistica,
termodinamica, realizar simulaciones como el modelo M/M/1, para rankear las
paginas web de Google, en los juegos de azar y en diversos algoritmos de composicion
musical, entre otros.

Para finalizar esta unidad se desarrollara un caso en el cual se aplican todos los
conceptos vistos sobre cadenas de Markov.

Ejemplo 11

A través del siguiente ejemplo se esclareceran todos los conceptos importantes de las
cadenas de Markov y se empleara este método en el proceso de una empresa dedicada
a generar soluciones a la industria de la construccién con sus productos de asbesto-
cemento.

En esta empresa es una prioridad el manejo del desperdicio o el desecho en el proceso
productivo, debido a que su acumulacion se convierte en un problema ambiental y, a su
vez, en una carga en el costo final del producto.

El proceso productivo se puede describir asi:

1. Humectacion: Lugar donde se combinan las materias primas para generar la
mezcla con la que se elaboraran las tejas de asbesto-cemento.

2. Fabricacion: Lugar donde a la mezcla del proceso anterior se le da forma de
teja.

3. Desmoldeo: Lugar donde la teja es fraguada y separada de los moldes y apilada
en estibas.

4. Almacén de producto terminado: Lugar donde las tejas provenientes de
desmoldeo terminan su ciclo de fraguado.

5. Desperdicios: Lugar donde se almacenan los desperdicios y los productos
defectuosos generados por los procesos anteriores.
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HUMETACION FABRICACION DESMOLDEO APT

"

DESPERDICIOS

N

Figura 2.6. Proceso productivo

Se debe entender el proceso como una cadena de Markov, construir la matriz de
transicion y caracterizar la cadena.

Solucion:

* Descripcién de los estados:

NUMERO DE
ESTADO =LaeLe)
1 HUMECTACION
2 FABRICACION
3 DESMOLDEO
4 APT
5 DESPERDICIOS

Tabla 2.1. Descripcion de estados

El proceso se define como una cadena de Markov debido a que cumple la
propiedad Markoviana de la siguiente forma:

* El sistema es un estado discreto de veladas transiciones de procesos de Markov.

* La materia prima fluye por todo el proceso productivo.



@ —
® FAEDIS

~
LoNy FACULTAD DE ESTUDIOS A DISTANCIA

| —
UNIVERSIDAD MILITAR
NUEVA GRANADA

* Al pasar de un estado a otro ella se puede convertir en producto terminado o en
desperdicio.

* La cantidad de materia prima que llega a un estado depende sélo de lo que sea
capaz de pasar como producto bueno el estado anterior. Lo que llega a APT

(Almacén de Producto Terminado) so6lo depende de ,lo que le entregue
DESMOLDEO y no depende de lo que entregue HUMECTACION.

Calculo de probabilidades

Ver la tabla 2.2 que describe la informacion sobre los diferentes procesos.

‘ Proporciones

Proporciones de Humectacion

Produccion Total= 5330

Produccion Entregada= 5323.68 0.999

Produccion Perdida= 6.32 0.001
Proporciones de Fabricacion

Produccion Total= 5323.678548

Produccion Entregada= 5312.77 0.998

Produccion Perdida= 10.90 0.002
Proporciones de Desmoldeo

Produccion Total= 5312.774

Produccion Entregada= 5241.267 0.987

Produccion Perdida= 71.50624043 0.013

Proporciones de Almacén Producto Terminado

Produccion Total= 5305.159114

Produccion Entregada= 5289.79 0.997

Produccion Perdida= 15.37 0.003

Proporciones de Desperdicio

Produccion
Entregada=

Produccion Perdida= 0.990

Por norma de calidad 0.010

Tabla 2.3 Calculo de probabilidades.
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Matriz de transicion

H Fab D APT De
H 0.000 0.999 0.000 0.000 0.001
Fab 0.000 0.000 0.980 0.000 0.020
D 0.000 0.000 0.000 0.987 0.013
APT 0.000 0.000 0.000 0.997 0.003
De 0.010 0.000 0.000 0.000 0.990

Tabla 2.4. Matriz de transicion
Clasificacion de los estados

J es Accesible, si p;" >0

Observe la matriz original:

H Fab D APT De

H 0.000 0.999 0.000 0.000 0.001
Fab 0.000 0.000 0.980 0.000 0.020
D 0.000 0.000 0.000 0.987 0.013
APT 0.000 0.000 0.000 0.997 0.003
De 0.010 0.000 0.000 0.000 0.990

Tabla 2.5. Matriz original

Ahora se multiplica la matriz original n veces por ella misma y se mira su
comportamiento para P3072

3072_
p3072=

0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235

Tabla 2.6. Calculo matriz
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Existe un n=3072 donde los valores de p;j» >0. Esto indica que todos los estados j son
accesibles.

Comunicacion entre estados

Los estados se comunican si:

Siies accesible desde j.
Sij es accesible desde i.

La matriz P3072 presenta este comportamiento pues todos los estados son accesibles de
iajodesdejai, porlo tanto todos los estados se comunican.

Concurrencia de los estados

Sea PT la transpuesta de la matriz original, elaborada para calcular las probabilidades
de estado estable.

Se utiliza la notacion R para indicar la variable .

P 0.000 0.000 0.000 0.000 0.010
0.999 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.980 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.987 0.997 0.000
0.001 0.020 0.013 0.003 0.990

Tabla2. 7. Concurrencia de estado

Representacion matricial de:

m;p = Ym; =0ycomo Y j=0Pj=1entonces Y m; =0 m; = 1 paraj=0,1,..m
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El sistema tiene una ecuacion adicional por causa de X, m;=0m=1

R1 R2 R3 R4 R5
R1= 0.000 0.000 0.000 0.000 0.010
R2= 0.999 0.000 0.000 0.000 0.000
R3= 0.000 0.980 0.000 0.000 0.000
R4= 0.000 0.000 0.987 0.997 0.000
R5= 0.001 0.020 0.013 0.003 0.990
1= 1 1 1 1 1

Tabla 2.8. Sistema de ecuaciones
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Como se tiene un sistema de 6 ecuaciones para 5 variables, se elimina una de ellas por

ser redundante.

R1 R2 R3 R4 R5
R1= 0.000 0.000 0.000 0.000 0.010
R2= 0.999 0.000 0.000 0.000 0.000
R3= 0.000 0.980 0.000 0.000 0.000
R4= 0.000 0.000 0.987 0.997 0.000
1= 1 1 1 1 1

Tabla 2.9. Desarrollo de ecuaciones

Al resolver el sistema se tienen las siguientes ecuaciones:

R1= 0.010 R5

R2= 0.999 R1

R3= 0.980 R2

R4= 0.987 R3 0.997 R4

1= 1R1 1R2 1R3 1R4

Los valores de 7, en este caso R son:

R1= 0.002
R2= 0.002
R3= 0.002
R4= 0.758

R5= 0.235

1R5
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Donde los valores de recurrencia (U) son Uj= 1/ 7;

U Meses
Uns 425.1
Uz 425.5
Uss 434.2
Usa 1.3
Uss 4.3

Mostrar que los estados son aperiddicos.
Observe la matriz n-1 =3071

POt 0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235

Tabla 2.10. Matriz n-1 =3071

3072_
p3072=

0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235

Tabla 2.11. Matriz n=3072

Para un n+1 donde n=3072 y n+1=3073 se tiene:

p3073 0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235
0.002 0.002 0.002 0.758 0.235

Tabla 2.12. Matrizn = 3073
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Se puede observar en las matrices que los valores de las probabilidades en todas las
filas permanecen iguales entre las matrices pares e impares, ademas el sistema a la
larga se estabiliz6, lo que demuestra que la matriz es aperiddica.

Probabilidades de estado estable.

Esto indica la probabilidad de que el sistema esté a la larga en el estado j.

1, =0.002
T, =0.002
3 =0.002
4 =0.758
s =0.235

Tiempo de recurrencia y primera ocurrencia

Tiempos de recurrencia Uj (es el tiempo esperado que gasta el sistema en volver a
estar en i partiendo de i).

U Meses
Uns 425.1
Uz2 425.5
Uss 434.2
Usa 1.3
Uss 4.3

0.000 0.999 0.000 0.000 0.001
0.000 0.000 0.980 0.000 0.020
0.000 0.000 0.000 0.987 0.013
0.000 0.000 0.000 0.997 0.003
0.010 0.000 0.000 0.000 0.990

Tabla 2.13. Matriz original
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U14= 1 + P11 U1+ P12 U24 + P13 Uzs + P15 Uss
U24= 1 + P21 U1+ P22 U24 + P23 U3s + P25 Uss
Uzs=1 + P31 U1+ P32 U24 + P33 U3s + P35 Uss
Us4= 1 + P51 Uqa+ P52 Uz4 + Ps3 Uss + Pss Usg
U14= 1+0.999 U24+0.001 U54

U24=1+0.980 U34+0.02 U54

U34=1+0.013 Uss

Us4=1+0.010 U14+0.990 Us4

Tiempo de primera ocurrencia
Es el tiempo esperado que se gasta para ir del estado i al j.

U14= 6.46 meses
Uz4= 5.46 meses
Uss= 2.38 meses
Us4= 106 meses

Se puede decir que el sistema estard en el estado 4(APT) con una probabilidad de
m,0.758. Después de n transiciones la materia prima estara en APT con una
probabilidad del 75,8%. Y para la materia prima que va a desperdicios, estara en el
estado 5 con una probabilidad de 5 0.235, lo que indica que la probabilidad de que la
materia prima se vuelva desperdicios es del 23.5%.

Ahora, el tiempo de recurrencia para que el sistema estando en estado 4(APT) vuelva a
este estado es Uss = 1.3 meses. En otras palabras, el tiempo que transcurre para que
vuelva a haber producto terminado es de 1.3 meses.
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Resumen

Una cadena de Markov es una sucesion de ensayos similares u observaciones en la cual
cada ensayo tiene el mismo numero finito de resultados posibles y en donde la
probabilidad de cada resultado para un ensayo dado depende sdlo del resultado del
ensayo inmediatamente anterior y no de cualquier resultado previo.

Existen cinco tipos de cadenas de Markov. Ellas son:

* (Cadenas irreducibles.

* (Cadenas positivo-recurrentes.
* (Cadenas regulares.

* (Cadenas absorbentes.

* (Cadenas ergodicas.
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